


Зміст

1. Рівняння вищого степеня …………………………………
2
2. Розв’язування окремих видів рівнянь 

    вищих степенів: ……………………………………………
2
2.1. Біквадратні рівняння……………………………………..
2
2.2. Рівняння виду (х+a)(x+b)(x+c)(x+d)=m, де a+ b= c+ d…
3
2.3. Рівняння виду (pх2+nх+q)( pх2+mх+q)=ax2……………..
4
2.4. Зворотні рівняння…………………………………………
4
2.5. Симетричні рівняння……………………………………..
7
2.6. Однорідні рівняння……………………………………….
9
3. Деякі способи розв’язування рівнянь вищих степенів…...
10
3.1. За допомогою теореми Безу 

       та схеми Горнера………………………………………….
10
3.2. Введення параметра………………………………………
13
3.3. Введення параметра для рівняння 4-го степеня 

     (метод Феррарі)……………………………………………
15
3.4. Метод невизначених коефіцієнтів………………………
16
3.5. Метод виділення повного квадрата…………………….
17
3.6. Заміна рівняння системою двох рівнянь 

   з двома невідомими………………………………………..
18
4. Вправи для самостійного розв’язування. Відповіді……
19
Література………………………………………………….
22
1. Рівняння вищого степеня 
Означення. Рівняння виду anxn+an-1xn-1+…+ a1x+a0=0, де       n — степінь рівняння (n>2), an, an-1, an-2,…, a1, a0 - будь-які дійсні числа, причому an(0, називається рівнянням вищого степеня.
Оскільки в лівій частині рівняння стоїть многочлен n-го степеня, то розв’язування рівняння, тобто знаходження його коренів, зводиться до знаходження коренів многочлена Рn(x).
Розглянемо деякі види рівнянь вищих степенів та способи їх розв’язування.
2. Розв’язування окремих видів 

рівнянь вищих степенів 
2.1. Біквадратні рівняння
Означення. Рівняння виду ax4+bx2+c=0, де a(0, називається біквадратним. 
Заміною t=x2 зводимо його до квадратного рівняння             at 2+bt +c=0. Розв’язавши отримане рівняння, повернемося до змінної х і одержимо корені вихідного рівняння.
Приклад 1. Розв’язати рівняння: 9x4-37x2+4=0.
Розв’язання.

9x4-37x2+4=0 
Нехай x2=t, де t≥0, тоді 9t 2-37t +4=0,
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Повернемося до змінної х: 
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Отже, 
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Відповідь: 
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Примітка. Так само можна розв’язати будь-яке рівняння виду ax2n+bxn+c=0, де n(N.
Приклад 2. Розв’язати рівняння: 2x8+bx4-15=0. 
Розв’язання.

2x8+bx4-15=0
Нехай x4=y (де y≥0), тоді 2у2+у-15=0.
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Отже, 
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Відповідь: 
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2.2. Рівняння виду (х+а) (х+b)(х+с)(х+d)=m, де а+b=с+d
Приклад 3. Розв’язати рівняння: (х-1)(х-2)(х-3)(х-4)=24.
Розв’язання.

(х-1)(х-2)(х-3)(х-4)=24
Так як (-1)+(-4)=(-2)+(-3), то перемножимо (х-1)(х-4) та           (х-2)(х-3). Одержимо: (х2-5х+4)(х2-5х+6)=24.

Нехай х2-5х=у, тоді (у+4)(у+6)=24; у2+10у=0;
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Тоді 
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Отже, х=0, х=5.

Відповідь: 0; 5.

2.3. Рівняння виду (pх2+nх+q)( pх2+mх+q)=ax2
Так як х(0, то  поділимо обидві частини на х2. 
Одержимо: (pх+n+q/х)( pх+m+q/х)=a.
Нехай pх+q/х=t, тоді отримаємо квадратне рівняння                     (t+n)( t+m)= a.

Приклад 4. Розв’язати рівняння: (2х2-3х+1)(2х2+5х+1)=9x2  
Розв’язання.

(2х2-3х+1)(2х2+5х+1)=9x2  | : х2(0
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9

)

1

5

2

)(

1

3

2

(

=

+

+

+

-

x

x

x

x


Нехай 
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Відповідь:  
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2.4. Зворотні рівняння
Означення. Рівняння виду ax4+bx3+cx2+dx+e=0, де e/a=d2/b2,  називається зворотним. 
Так як х(0, то  доцільно поділити на x2 обидві частини рівняння і згрупувати доданки, що містять однакові коефіцієнти.
Приклад 5. Розв’язати рівняння:

а) 4x4-16x3+7x2-32x+16=0.

Розв’язання.

4x4-16x3+7x2-32x+16=0 
Поділимо вихідне рівняння на х2(0. Одержимо:
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Нехай 
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Одержимо:    4(t2-4)-16t+7=0;
4t2-16t-9=0;
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Повернемося до змінної х:
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Відповідь: 
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б) x4+2x3-18x2-10x+25=0.

Розв’язання.

x4+2x3-18x2-10x+25=0
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Так як х(0, то  поділимо вихідне рівняння на x2. 
Одержимо: 
[image: image32.wmf];
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Нехай 
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Одержимо: 
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t2+2t-8=0;
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Повернемося до змінної х:
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Відповідь: -5; 1; 
[image: image42.wmf]6
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Примітка. Так само можна розв’язати зворотне рівняння 6-го степеня виду ax6+bx5+cx4+dx3+eх2+fx+k=0, де 
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Обидві частини такого рівняння необхідно ділити на х3.

Примітка. Якщо зворотне рівняння має непарний степінь, то воно завжди має корінь х=-1, причому частка від ділення лівої частини рівняння на х+1 є зворотним многочленом парного степеня.
Щоб розв’язати біквадратне рівняння  x4+pх2+q=0 у випадку, коли q>0, можна застосувати той самий спосіб, що і для розв’язування зворотного рівняння. А саме: поділивши обидві частини рівняння на х2, одержимо рівняння 
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, яке після  підстановки 
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 зводиться до квадратного. Зазначений спосіб особливо зручний, коли q є квадратом раціонального числа.
Приклад 6. Розв’язати рівняння: x4-8х2+4=0.

Розв’язання.

x4-8х2+4=0 
Поділимо вихідне рівняння на х2. 
Одержимо: 
[image: image46.wmf].
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y2-4-8=0;

y2-12=0;
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Повернемося до заміни:
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Відповідь: 
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Зауваження. Розв’язуючи дане біквадратне рівняння, використавши заміну х2=t, одержимо відповідь 
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2.5. Симетричні рівняння

Окремим видом зворотних рівнянь є симетричні рівняння, характерною властивістю яких є те, що коефіцієнти членів, рівновіддалених від кінців його лівої частини, рівні.
Приклад 7. Розв’язати рівняння: 4x4+12x347x2+12x+4=0
Розв’язання.

4x4+12x347x2+12x+4=0.

Поділимо на х2(0. Одержимо:
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Нехай 
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Отримаємо:    4(у2-2)+12у-47=0;

4у2+12у-55=0.
Розв’язавши це квадратне рівняння, одержимо:
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Відповідь: 
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Примітка. Коли розв’язуємо симетричне рівняння непарного степеня, то один корінь такого рівняння дорівнює       (-1). Після ділення на х+1 це рівняння зводиться до симетричного рівняння четвертого степеня, яке можна розв’язати наведеним способом.
Приклад 8. Розв’язати рівняння: 4х5+x4-5x3-5x2+x+4=0
Розв’язання.
4х5+x4-5x3-5x2+x+4=0.
Оскільки х=-1 є коренем рівняння, то поділимо ліву частину рівняння на х+1. Одержимо:
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(х+1)(4х4-3х3-2х2-3х+4)=0;

4х4-3х3-2х2-3х+4=0 |: х2(0;
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0

2

)

1

(

3

)

1

(

4

2

2

=

-

+

-

+

x

x

x

x


Нехай 
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Одержимо:  4(у2-2)-3у-2=0;

4у2-3у-10=0;
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Відповідь: 1

2.6. Однорідні рівняння.

Означення. Рівняння виду af2(x)+bf(x)g(x)+cg2(x)=0, де f(x) і g(x) - многочлени степенів m і n відповідно, 
[image: image76.wmf]N
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,  називається однорідним.  
Для його розв’язання необхідно поділити обидві частини рівняння на f2(x) або g2(x), зауваживши, що f(x) ( 0 або           g(x) ( 0.
Очевидно, що коренями даного рівняння є значення змінної х, для яких f(x)=g(x)=0. Якщо такі значення х існують, то потрібно їх знайти.

Приклад 9. Розв’язати рівняння: 2 (х2+х+1)2-7(х-1)2=13(х3-1)
Розв’язання.
2 (х2+х+1)2-7(х-1)2=13(х3-1);
2 (х2+х+1)2-7(х-1)2-13(х-1)(х2+х+1)=0.
А тому f(x)= х2+х+1, g(x)= х-1.
Перевіримо, чи має рівняння корені за умови f(x)= g(x)=0. Для цього розв’яжемо рівняння:
х2+х+1= х-1;

х2+2=0.
Рівняння не має коренів.

Поділимо обидві частини даного рівняння на g2(x) ( 0. Одержимо:
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Відповідь: -1; -1/2; 2; 4.

3. Деякі способи розв’язування 

рівнянь вищих степенів

3.1. За допомогою теореми Безу та схеми Горнера

Щоб розв’язати рівняння Рn(x)=0, потрібно Pn(x) розкласти на множники, використавши твердження:
Якщо х1 є коренем многочлена Pn(x), то Pn(x)=(х-х1)*              * Pn-1(x), де Pn-1(x) — частка від ділення Pn(x) на х-х1. Степінь многочлена Pn-1(x) нижчий від степеня многочлена Pn(x).

Для знаходження раціональних коренів алгебраїчного рівняння n - го степеня з цілими коефіцієнтами інколи доцільно використати теорему: 

Нехай нескоротний дріб p/q є коренем рівняння              anxn+an-1xn-1+…+ a1x+a0=0 з цілими коефіцієнтами. Тоді число р є цілим дільником вільного члена a0, а q - натуральним дільником старшого коефіцієнта an
Наслідок 1. Будь-який цілий корінь рівняння з цілими коефіцієнтами є дільником його вільного члена.

Наслідок 2. Якщо старший коефіцієнт рівняння з цілими коефіцієнтами дорівнює 1, то всі раціональні корені цього рівняння, якщо вони існують, цілі.

Ділення многочлена на двочлен х-х1 можна виконувати "куточком" або за схемою Горнера.

Приклад 10. Поділити "куточком" 2х3+3х2-3х-2 на х+2

Розв’язання.

	_2х3+3х2-3х-2
	х+2

	2х3+4х2
	
	2х2-х-1

	-х2-3х-2
	

	-х2-2х
	

	-х-2
	

	-х-2
	

	0
	


 Отже, 2х3+3х2-3х-2=( х+2)( 2х2-х-1).

Ділення многочлена anxn+an-1xn-1+…+ a1x+a0 на х-х1 за схемою Горнера зручно записувати у вигляді таблиці:

	
	an
	an-1
	…
	a1
	a0

	х1
	bn-1= an
	bn-2=bn-1x1 + an-1
	…
	b0=b1x1 + a1
	R= b0x1 + a0


Тоді anxn+an-1xn-1+…+ a1x+a0 = (х-х1)(bn-1xn-1+…+ b1x+ b0)+R, де R - остача від ділення. 

Приклад 11. Виконати ділення за схемою Горнера:

3x4+x3-3x2-4x-7 на х-2

Розв’язання.

	
	3
	1
	-3
	-4
	-7

	2
	3
	7
	11
	18
	29

	
	3x3+7x2+11x+18

многочлен - частка
	остача


Отже, 3x4+x3-3x2-4x-7 = (х-2)(3x3+7x2+11x+18)+29.

Приклад 12. Виконати ділення x3+3x2-2x-2 на х-1

Розв’язання.

	
	1
	3
	-2
	-2

	1
	1
	4
	2
	0


Отже, x3+3x2-2x-2 = (х-1)( x2+4x+2).

Приклад 13. Розв’язати рівняння:  x3-6x2+11x-6=0

Розв’язання.

x3-6x2+11x-6=0

Оскільки an=1, то цілі корені рівняння шукаємо серед дільників вільного члена, тобто серед чисел ±1, ±2, ±3, ±6.

Очевидно, що х1=1 - корінь рівняння. Поділимо                  x3-6x2+11x-6 на х-1, застосувавши схему Горнера і понизивши при цьому степінь рівняння.

	
	1
	-6
	11
	-6

	1
	1
	-5
	6
	0


Одержимо: (х-1)(x2-5x+6)=0.

Нове рівняння матиме вигляд x2-5x+6=0, звідки х2=2, х3=3.

Відповідь: 1; 2; 3.

Приклад 14. Розв’язати рівняння:  2x3-7x2+5x-1=0.

Розв’язання. 

2x3-7x2+5x-1=0

Оскільки an(1, тому розв’язок рівняння будемо шукати серед нескоротних дробів p/q, де p - дільник a0, тобто ±1, а q - дільник an, тобто 1; 2.

Отже, коренями рівняння могли б бути: ±1; ±1/2. Перевіряючи кожне з цих значень, переконуємось, що х=1/2 - корінь рівняння. Знижуючи степінь рівняння за допомогою схеми Горнера, дістаємо нове рівняння.

	
	2
	-7
	5
	-1

	1/2
	2
	-6
	2
	0


2x2-6x+2=0;

x2-3x+1=0;
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Відповідь: 
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1

;  
[image: image86.wmf]2

5

3

±

.

3.2. Введення параметра
Параметр вводять як проміжну змінну, відносно якої розв’язують рівняння, що має степінь, нижчий від степеня основної змінної. Розв’язавши рівняння відносно параметра, використовують знайдені його значення для знаходження розв’язків рівняння відносно основної змінної.

Приклад 15. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання.

[image: image88.wmf]0

3

)

1

3

(

2

3

=

+

+

-

x

x

.
Введемо параметр 
[image: image89.wmf]3
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. Одержимо 
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Відносно параметра 
[image: image91.wmf]a

 маємо квадратне рівняння: 
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D=х4+4(х2-х3)=х2(х2+4-4х)=х2(х-2)2.
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Підставивши значення 
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Відповідь: 
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Приклад 16. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання.
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Введемо параметр 
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Розв’яжемо його як квадратне рівняння відносно 
[image: image106.wmf]a
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Відповідь: 
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Приклад 17. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання.
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Введемо параметр 
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Розв’яжемо його як квадратне рівняння відносно 
[image: image118.wmf]a
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Відповідь: 
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3.3. Введення параметра для рівняння 4-го степеня 
(метод Феррарі)
Цей метод дає можливість звести рівняння 4-го степеня до рівняння 3-го степеня відносно введеного параметра. Суть його полягає в тому, щоб за допомогою введеного параметра виділити повні квадрати, а потім розкласти ліву частину рівняння на множники як різницю квадратів. Розглянемо цей метод на прикладі.

Приклад 18. Розв’язати рівняння: х4-8х3-16=0.

Розв’язання.

х4-8х3-16=0 

Виділимо повний квадрат у лівій частині:
х4-8х3+16х2=16х2+16 або (х2-4х)2=16 х2+16 (*).

Введемо параметр 
[image: image125.wmf]a

. Вважаючи вираз у лівій частині одержаного рівняння (*) за квадрат першого члена, за допомогою параметра 
[image: image126.wmf]a

виділяємо повний квадрат різниці, другим членом якої є параметр 
[image: image127.wmf]a

:
(х2-4х)2-2
[image: image128.wmf]a

(х2-4х)+ 
[image: image129.wmf]a

2=16 х2+16-2
[image: image130.wmf]a

(х2-4х)+ 
[image: image131.wmf]a

2,
(х2-4х-
[image: image132.wmf]a

)2=16 х2+16-2
[image: image133.wmf]a

х2+8
[image: image134.wmf]a

х+
[image: image135.wmf]a

2,

(х2-4х-
[image: image136.wmf]a

)2=(16-2
[image: image137.wmf]a

)х2+8
[image: image138.wmf]a

х+
[image: image139.wmf]a

2+16 (**).

Потрібно так підібрати параметр 
[image: image140.wmf]a

, щоб у правій частині рівняння був також повний квадрат, а це можливо лише тоді, коли дискримінант правої частини дорівнюватиме нулю.
Оскільки   D=(8
[image: image141.wmf]a

)2-4(16-2
[image: image142.wmf]a

)(
[image: image143.wmf]a

2+16)=64
[image: image144.wmf]a

2-64
[image: image145.wmf]a

2+8
[image: image146.wmf]a

3- 
                   -1024+128
[image: image147.wmf]a

= 8
[image: image148.wmf]a

3+128
[image: image149.wmf]a

-1024, то
 8
[image: image150.wmf]a

3+128
[image: image151.wmf]a

-1024=0; 
[image: image152.wmf]a

3+16
[image: image153.wmf]a

-128=0.

Розв’язавши методом підбору одержане рівняння, знайдемо єдиний дійсний корінь 
[image: image154.wmf]a

=4. Підставимо це значення в рівняння (**):

(х2-4х-4)2=8х2+32х+32;

(х2-4х-4)2-
[image: image155.wmf]0
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Розкладемо ліву частину на множники як різницю квадратів:
(х2-4х-4- 
[image: image156.wmf]0
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Прирівнявши кожний множник до нуля, розв’яжемо отримані рівняння:

Отже, 
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Відповідь: 
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3.4. Метод невизначених коефіцієнтів
Приклад 19. Розв’язати рівняння: х4+3х3+3х2-2=0.

Розв’язання.

х4+3х3+3х2-2=0

Корені цього рівняння не є цілими. Розкладемо ліву частину рівняння на множники вигляду х2+bx+с та х2+px+q. Перемноживши їх, дістанемо тотожність:
х4+3х3+3х2-2
[image: image159.wmf]º

 х4+(p+b) х3+(с+q+рb) х2+(bq+pc)x+cq.

Отже, коефіцієнти b, c, p, q повинні задовольняти таким співвідношенням:
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Розв’язавши систему, матимемо: b=1, c=-1, p=q=2.

Тому х4+3х3+3х2-2=(х2+х-1)(х2+2х+2).

Отже, початкове рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь: х2+х-1=0 та х2+2х+2=0. З першого одержимо: 
[image: image161.wmf]2
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, а друге рівняння дійсних коренів не має.
Відповідь: 
[image: image162.wmf]2
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3.5. Метод виділення повного квадрата
Звичайно, цей метод можна застосувати для розв’язування не кожного цілого раціонального рівняння. Але якщо прийом "спрацював" і привів або до бажаної заміни, або до розкладання на множники, то маємо можливість знайти корені рівняння і в тому випадку, якщо всі вони ірраціональні (і не застосовувати метод невизначених коефіцієнтів) чи довести, що рівняння не має коренів.

Приклад 20. Розв’язати рівняння: 16х4-24х3+5х2-20х-25=0.

Розв’язання.

16х4-24х3+5х2-20х-25=0

Зауважимо, що спроба відшукати раціональні корені з допомогою схеми Горнера показує, що їх немає.

Виділимо повний квадрат:

(16х4-2*4х2*3х+9х2)-(4х2+2*2х*5+25)=0;

(4х2-3х)2-(2х+5)2=0;
(4х2-3х-2х-5)(4х2-3х+2х+5)=0;

(4х2-5х-5)(4х2-х+5)=0.
Дане рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь: 

4х2-5х-5=0 та 4х2-х+5=0. З першого одержимо 
[image: image163.wmf]8
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, а друге рівняння коренів не має.
Відповідь: 
[image: image164.wmf]8
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Приклад 21. Розв’язати рівняння: х8-8х6+25х4-36х2+20=0
Розв’язання.

х8-8х6+25х4-36х2+20=0;
(х8-2х4*4х2+16х4)+9(х4-4х2)+20=0;

(х4-4х2)2+9(х4-4х2)+20=0;
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Відповідь 
[image: image169.wmf]2
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3.6. Заміна рівняння системою двох рівнянь 
з двома невідомими
Іноді процес розв’язування рівняння з однією змінною спрощує заміна його системою рівнянь з двома невідомими.
Приклад 22. Розв’язати рівняння: (х2+3х-2)2+3(х2+3х-2)-2=х
Розв’язання.

(х2+3х-2)2+3(х2+3х-2)-2=х.

Позначимо х2+3х-2=у, тоді
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Віднявши від другого рівняння перше, матимемо:

(х2-у2)+3(х-у)+(х-у)=0;
(х-у)(х+у+4)=0;
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Повернувшись до системи, одержимо:
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Розв’язавши кожну систему, матимемо:
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Відповідь: 
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Зауваження. У процесі розв’язування складних рівнянь вищих степенів можна застосовувати не лише кожен з розглянутих методів, а й комбінувати їх. Також одне й те саме рівняння іноді можна розв’язувати різними методами. Причому не завжди треба виконувати очевидні перетворення, щоб застосувати якийсь метод.
Корисно знати:

· многочлен xn-an ділиться на (x-a) при довільному nєN.

· многочлен xn-an ділиться на (x+a) при парних n.

· многочлен xn+an ділиться на (x+a) при непарних nєN.

· (xn-1)= (x-1)(xn-1+ xn-2+…+х+1)

4. Вправи для самостійного розв’язування
Відповіді
№ 23. Поділити "куточком":
а) 6х3+10х2+14х+10 на 3х2+2х+5;

б) m2+3m-1 на m+5;

в) х3-х2+2х-3 на х2-1.

№ 24. Поділити за схемою Горнера:

а) х4-5х3+10х2-10х+4 на х-2;

б) х3-4х+3 на х-1.

№ 25. Розв’язати рівняння методом Феррарі: 

х4-4х3+7х2-2х-5=0.
№ 26. Розв’язати рівняння:

а) 8х3-4х+1=0;

б) х3-3х2+2=0.

№ 27. Розв’язати рівняння:
а) х4-5х3+8х2-5х+1=0;

б) 2х5+5х4-13х3-13х2+5х+2=0;
в) 6х4+7х3-36х2-7х+6=0;

г) х4-7х3+14х2-7х+1=0.

№ 28. Розв’язати рівняння:
а) (х+2)(х+3)(х+8)(х+12)=4х2;
б) (х+3)(х+1)(х+5)(х+7)=-16;

в) (х+2)(х-1)(х-3)(х-6)=16.

№ 29. Розв’язати рівняння:
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№ 30. Розв’язати рівняння методом невизначених коефіцієнтів: х4+3х3+3х2-2=0.

Відповіді:
№ 23. а) 2х+2; б) m-2, остача 9; в) х-1, остача 3х-4.

№ 24. а) х3-3х2+4х-2;  б) х2+х-3.
№ 25. 
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№ 26. а) 
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№ 27.  а) 1; 
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г) 
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№ 28. а) -4; -6; 
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№ 29. 
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№ 30. 
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